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I Situation par rapport aux programmes. 


L'étude de fonctions commence en troisième avec les fonctions affines. 

Cette étude se poursuit en Seconde, avec l'introduction de fonctions de référence. 

En Première S et ES, les élèves apprennent la dérivation et commencent à comparer des 
fonctions. 

La comparaison de fonctions se poursuit en terminale S et ES où on introduit également les 
fonctions exponentielles et logarithme. 


Je choisis donc de situer ce dossier en Terminale S afin de disposer d’un maximum d'outils. 


II Commentaires généraux. 


IL.1 À propos du sujet. 


En Terminale S, on commence à étudier des fonctions complexes, c’est à dire des fonctions 
qui sont somme, produit et/ou composées d’autres fonctions elles-même parfois difficilement 
« saisissables » numériquement. 

Il semble donc nécessaire, dans certains cas, de pouvoir encadrer ces fonctions par des 
fonctions plus simples et bien connues des élèves (fonctions affines, fonctions de référence). 

En particulier, la dérivation et le calcul intégral vont constituer des outils intéressants pour 
établir de tels encadrements. 


L'objectif de ce dossier est donc de présenter des applications d'encadrements de fonctions 
ainsi que des inégalités sur les fonctions dérivées permettant d’encadrer des fonctions. 


IL2 A propos des exercices. 


J'ai donc choisi pour illustrer ce dossier de vous présenter quatre exercices : 
e l'exercice n°1 propose quatre applications d’encadrements des fonctions sinus et cosinus ; 
e l'exercice n°2 propose deux applications d'encadrements de la fonction In ; 
e l'exercice n°3 propose d’encadrer une intégrale à l’aide d'un encadrement de la fonction à 
intégrer ; 
e l'exercice n°4 propose de déterminer un encadrement d’un nombre à l’aide de suites. 


III Présentation des exercices. 


III.1 Exercice n°1. 


Buts : 
e Déterminer un encadrement de sin(0,2) et cos(0,2). 
e Déterminer les 17 premières décimales de cos(0,0001). 


e Etudier les limites en 0 de x — 


x-—sinx 1- cos x 
et x — : 
x2 x2 
e Etudier la convergence de quatre suites définies à l’aide de la fonction sinus. 
e Etudier la continuité et la dérivabilité d’une fonction définie à l’aide de la fonction sinus. 


Méthode : 
Déterminer un encadrement de cos(x) et sin(x) pour x positif. 


Outils : 
e Lien entre le signe de la dérivée et la monotonie d’une fonction ; 
e Théorème 1: 
Si, pour x « assez voisin de a », on a l'encadrement u(x) < f(x) < v(x) et si u et v ont même limite en | 
alors limf(x = 1. 
X—a 


e Continuité et dérivabilité d’une fonction. 


Commentaire : 
1. L'étude des limites de fonctions « complexes » aboutit souvent sur des formes indéterminées. 
L'encadrement par des fonction plus simples et ayant même limite permet de contourner ce problème. 
2. Un tracé graphique des fonctions d'encadrement et encadrées permet de visualiser la qualité 
de l'encadrement. 


III.2 Exercice n°2. 
But : 
In(1+ x) — x 
x? | 
e Déterminer une valeur approchée de In(1,00003) et de In (0,99997). 


e Etudier la limite en 0 de x — 


Méthode : 
Déterminer deux encadrements de In(1+x) dont un à partir d'un encadrement de la dérivée de 
x — In(1+x). 


Outils : 
e Théorème 2: 


b 
Soient f et g deux fonctions continues sur [a ; b] avec a < b. Si f < g sur [a ;b] alors [ f(x)dx < 
a 


b 
[ g(x)dx . 
e Théorème 3: 
X 
Soit f une fonction continue sur un intervalle | et a un point de I. La fonction F : x — [ f(t)dt est uen 
a 


primitive de f sur |. C’est l'unique primitive de f sur | qui s’annule en a. 
e Lien entre le signe de la dérivée et la monotonie de la fonction. 
e Théorème 1. 
e Limites à gauche et limites à droite. 


Commentaire : 

La difficulté de cet exercice réside dans le fait que l'élève doit choisir entre deux 
encadrements. En particulier, pour l'étude de la limite, il faudra à la fois montrer l'existence d’une 
limite à gauche et d’une limite à droite. 


III.3 Exercice n°3. 


1 
But : Déterminer un encadrement de In(2) = 1 = Ie dt. 
+ 


Méthode : 


2 


Encadrer la fonction à intégrer par deux fonctions plus simples et décomposer 


éléments simples. 


Outils : 
e Théorème 2. 


Commentaire : 
L'encadrement obtenu ici ne nous permet pas de choisir l'amplitude de l'encadrement de In(2), 
contrairement à l'exercice suivant. 


III.4 Exercice n°4. 


But : Déterminer un encadrement de e d'amplitude 10°: 


Méthode : Encadrer a par deux suites adjacentes à l’aide d’une majoration de la fonction 
exponentielle. 


Outils : 
e Lien entre le signe de la dérivée et la monotonie de la fonction. 


IV Enoncés et références des exercices. 


IV.1 Exercice n°1 (n°140 p 77, Terracher TS 2002). 


1. Soit x un réel positif ou nul. Etablir successivement les inégalités suivantes : 
x? x° 2, x 
a) sin(x) < x b) 1 - —< cos(x) c)x- —< sin(x) d) cos(x) < 1 - — +— 
2 6 124 
2. a) Donner un encadrement de sin(0,2) et cos(0,2). 
b) Déterminer les 17 premières décimales de cos(0,0001). 


| 2ù x-—sinx 
3. a) Etudier la limite en 0 de x — Cru 
X 
1 — cos x 
b) Etudier la limite en O de x — rs — 
X 


4. Etudier le comportement à l'infini des suites de terme général : 


DOC 0 
sin| — | ;nsin| — | ; sin — | - — etn?sin| —|-n. 
n n n n n 


sin(x 
5. Soit f la fonction définie sur IR par f(x) = ts) si x £ O et f(x) = 1 sur x = 0. Vérifier que f est 
X 


continue en 0 et étudier la dérivabilité de f en O. 


IV.2 Exercice n°2 (n°126 p 109 et n°1 p 131, Terracher TS 2002). 


<1-t+t. 


1. Montrer que, pour tout t>0,1-t< 


x2 X2  x° 
2. En déduire que, pour x> 0, x- . In(1+x) < x - 7 FE, 


3 


ke - 1 
3. Etudier le sens de variation de la fonction f : x — In(1+x) - Ê — x + 2.) sur - 0) . En 


déduire le signe de f(x) sur cet intervalle. 


1 2 ; x2 x’ 
4. En déduire que pour -—<x<0,x- — + ——<In(1+x) <Xx- — + —., 
2 2 3 2 3 
. er. In(1 + x) — x 
5. Etudier la limite éventuelle en 0 de nr —_—; 
X 


3 
OR. 
6. a) Déterminer in majorant de l'erreur dans l’approximation suivante : In(1+x) = x - ce É—. 


3 
b) Déterminer une valeur approchée à 10" près des nombres In(1,00003) et In(0,99997). 


IV.3 Exercice n°3 (n°1 p 237, Terracher TS 1998). 


1 {2 
Soit1= [—— dt. 
01+t 
2 2 
1.  Prouver que pour tout réel t dans [0 ; 1], —< 
2 1+ 


t <t. En déduire un encadrement de I. 


1 
2. Etablir que : =t-1+ at pour t dans [0 ;1]. Calculer |. En déduire un encadrement de 
+ 


In(2). 


IV.4 Exercice n°4 (n°115 p 178, Terracher TS 1998). 
1. A l’aide d’une étude de fonction, montrer que, pour tout réel x, 1 + x < e*. En déduire que e* < 
1 
——— pourD<x< 1. 
1—Xx 
2. Application : 


1 n | n+1 
a) Montrer que, pour tout entier n > 1, fi + g) < e < fi +2) (poser 
n 
| 1 1 A does 
successivement x = — etx = ——— dans l'inégalité précédente). 
n n+l 
j n | n+l 
b) Soient (u.), et (v.). les suites définies par u, = fi + r) et V, = É + n . Montrer 
n n 


4 
que, pour tout n > 1,0 < v, - u, < —. En déduire un encadrement de e d'amplitude 19° 
n 


